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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 
ФИНАНСОВОЙ ПОЛИТИКИ ФИРМЫ

Аннотация. В статье формулируется и решается задача о формировании кредитной политики фирмы 
и таком распределении прибыли на инвестиции (процентный рост) и потребление (дивиденды), чтобы 
обеспечить максимальный объем потребления за некоторый период планирования. Рассматривается 
ситуация, когда некоторая фирма (например, банк) осуществляет свою деятельность на кредит-
но-финансовом рынке. Поясним механизм этой деятельности. Фирма имеет некоторый собственный 
капитал (собственные средства), который складывается из средств владельцев фирмы, накопленных 
за период существования. Далее фирма может привлекать средства клиентов, например, в виде 
вкладов по некоторой процентной ставке, неся при этом расходы по выплате процентов за исполь-
зование этих средств. Итак, имея в своем распоряжении собственные и привлеченные средства, 
фирма может разместить их (к примеру, в качестве выдаваемых кредитов) по существующей про-
центной ставке, получая, тем самым, некоторый доход. Описанная ситуация формализуется в рамках 
билинейной задачи оптимального управления. В таких задачах, вообще говоря, принцип максимума 
является только необходимым условием оптимальности и выделяет экстремальные управления, ко-
торые подозрительны на оптимальность. С учетом специфики задачи показывается, что управления, 
удовлетворяющие принципу максимума, являются сильно экстремальными, что согласно известным 
достаточным условиям обеспечивает их оптимальность. В результате рассматриваемая билинейная 
задача полностью решается на основе принципа максимума.
Ключевые слова. Билинейная задача; принцип максимума; оптимальное управление; сильно экстре-
мальное управление; принцип максимума.
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THE PROBLEM OF OPTIMAL PLANNING 
OF COMPANY’S FINANCIAL POLICY

Abstract. The article has the following tasks formulated and solved: company’s credit policy formation and 
distribution of profits on investments (percent growth) and consumption (dividends) intended to ensure 
maximum consumption in a certain period of planning. The situation when a firm (for example, a bank) 
operates on the credit and financial market is considered. Let us clarify the mechanism of such activitiy. 
The company has some own capital (equity) which is composed of company’s owners assets accumulated 
during the period of company’s existence. Then the company can attract customer funds, such as deposits 
at some interest rate that entails interest expenses for the use of these funds. So, having own and borrowed 
funds at its disposal, the company can place them (for example, as loans) at the existing interest and still 
get some income. This situation is formalized within the bilinear optimal control problem. In such problems 
the maximum principle is the only necessary condition for optimality and highlights the extreme controls that 
are suspicious for optimality. Considering the specificity of the problem, it is showed that controls satisfying 
the maximum principle are highly extreme that, according to well-known sufficient conditions, ensures their 
optimum. As a result, the considered bilinear problem is solved on the basis of the maximum principle.
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Исследования по достаточным условиям 
оптимальности в рамках формализма принципа 
максимума Понтрягина имеют давнюю историю, 
но сохраняют свою актуальность [1–12]. В этом 
плане безусловно выделяются выпуклые задачи, 
для которых принцип максимума является крите-

рием оптимальности, что обеспечивает возмож-
ность их эффективного решения. На этом фоне 
выделим публикации [8; 9], в которых введено 
понятие сильно экстремальных управлений, име-
ющее существенное значение применительно к 
рассматриваемой задачи.

http://dx.doi.org/10.17150/1993-3541.2015.25(3).542-549
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Основная задача. Достаточное условие оп-
тимальности. Рассмотрим следующую задачу 
оптимального управления относительно пере-
менных ∈ = 0 1[ , ],t T t t  ∈( ) ,mu t R  ∈( ) :nx t R

Φ = ϕ + →∫1( ) ( ( )) ( ( ), ( ), ) min,
T

u x t F x t u t t dt
 
∈u V

   

(P1)

= =

0
0( , , ), ( ) ,x f x u t x t x

= ⋅ ∈ ∈ ∈{ ( ) ( ) : ( ) , }.V u PC T u t U t T

Введем первый набор предположений:
– терминальная функция φ(x) непрерывно 

дифференцируема на Rn;
– функция F(x, u, t) и вектор-функция f(x, u, t) 

непрерывны по совокупности своих аргументов 
на × ×n mR R T  вместе с частными производными 
Fx(x, u, t), fx(x, u, t);

– множество ⊂ mU R  компактно.
Образуем функцию Понтрягина с сопряжен-

ной переменной ψ ∈ nR

( , , , ) , ( , , ) ( , , ).H x u t f x u t F x u tψ = ψ −
Определим сопряженную задачу

ψ = − ψ ψ = −ϕ 1 1( , , , ), ( ) ( ( )).x xH x u t t x t

Пусть ∈( ),u t t T  — допустимое управление 
в задаче (P1), x(t, u), ψ(t, u) — соответствую-
щие решения фазовой и сопряженной систем. 
Введем множество экстремальных управлений 
задачи (P1) относительно принципа максимума

∈

= ⋅ ∈ =

= ψ ∈
1( ) { ( ) ( ) : ( )

argmax ( ( , ), ( , ), , ), }.
w U

Ext P u PC T u t

H t u x t u w t t T

Пусть ⊂ nX R  — выпуклое множество, со-
держащее все фазовые траектории управляе-
мой системы:

∈ ∈ ∈( , ) , , .x t u X t T u V
Внесем дополнительное предположение 

по части функционала Ф (условие выпуклости): 
функция φ(x) выпукла на X.

Дальнейший анализ задачи проводится 
на основе формулы приращения функцио-
нала Ф, которая ранее использовалась для 
построения методов фазовой линеаризации 
[8]. Пусть ⋅ ⋅( ), ( )u v  — допустимые управления; 
∆ = −( ) ( , ) ( , )x t x t v x t u  — соответствующее фазо-
вое приращение. Тогда формула имеет вид

∆ Φ = − ∆ ψ + η∫ ( ) 1( ) ( ( , ), ( , ), ( ), ) ,v v t
T

u H t u x t v u t t dt
 
(1)

где
 

φη = ∆ − ∆∫ (1)
1 1(|| ( ) ||) (|| ( ) ||) .H

T

o x t o x t dt

Здесь приняты обычные обозначения для 
приращений

∆ Φ = Φ −Φ( ) ( ) ( ),v u v u

∆ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅(, , , ) (, , , ) (, , , ).vH u t H v t H u t

Остаточные величины ϕ
(1), Ho o  имеют следую-

щий смысл (остатки линеаризации):

1 1 1

1 1 1

( ( , ) ( )) ( ( , ))

( ( , )), ( ) (|| ( ) ||),x

x t u x t x t u

x t u x t o x tϕ

ϕ + ∆ −ϕ =

= ϕ ∆ + ∆

(1)

( ( , ), ( , ) ( ), ( ), )

( ( , ), ( , ), ( ), )

( ( , ), ( , ), ( ), ), ( )

(|| ( ) ||).

x

H

H t u x t u x t u t t

H t u x t u u t t

H t u x t u u t t x t

o x t

ψ + ∆ −
− ψ =

= ψ ∆ +

+ ∆
На основании формулы приращения (1) дока-

жем условие оптимальности для экстремальных 
управлений с дополнительными свойствами.

Определение 1. Управление ⋅ ∈ 1( ) ( )u Ext P  на-
зовем сильно экстремальным, если

∈
= ψ( ) argmax ( ( , ), ( , ), , )

w U
u t H t u x t v w t

для любых ∈ ∈, .t T v V
Таким образом, сильно экстремальное управ-

ление максимизирует функцию H на соответ-
ствующей ему сопряженной траектории ψ(t, u) и 
множестве фазовых траекторий x(t, v), ∈v V.

Введем в рассмотрение функцию

= ψ ∈ ∈(1)( , ) ( ( , ), , ( ), ), ,H x t H t u x u t t x X t T

относительно управления ∈u V.
Теорема. Пусть управление ∈( ),u t t T 

является сильно экстремальным и функция 
∀ ∈(1)( , )H x t t T  вогнута по x на X. Тогда управле-

ние u(t) является оптимальным в задаче (P1).
Доказательство. Рассмотрим формулу при-

ращения (1). С учетом выпуклости функции φ(x) и 
вогнутости функции (1)( , )H x t  по ∈x X  получаем

ϕ ∆ ≥ ∆ ≤(1)
1(|| ( ) ||) 0, (|| ( ) ||) 0.Ho x t o x t

Следовательно, имеет место оценка прира-
щения

∆ Φ ≥ ∆ ψ∫ ( )( ) ( ( , ), ( , ), ( ), ) .v u t
T

u H t u x t v v t t dt

Согласно определению сильно экстремаль-
ного управления выполняется неравенство

∆ ψ ≥

∀ ∈ ∈

∫ ( ) ( ( , ), ( , ), ( ), ) 0,

, .

u t

T

H t u x t v v t t dt

t T v V

Теорема доказана.
Проведем обсуждение результата. 
Пусть в задаче (P1) переменные x, u разде-

лены, т. е.

= +

= +
1 2

(1) (2)

( , , ) ( , ) ( , ),

( , , ) ( , ) ( , ).

F x u t F x t F u t

f x u t f x t f u t
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Тогда аналогичную структуру имеет функция 
Понтрягина

ψ = ψ + ψ1 2( , , , ) ( , , ) ( , , ).H x u t H x t H u t

Следовательно, любое экстремальное управле-
ние определяется соотношением

∈
= ψ ∈2( ) argmax ( ( , ), , ), ,

w U
u t H t u w t t T

т. е. является сильно экстремальным.
Таким образом, в задаче (P1) с разделенными 

переменными x, u условие вогнутости функции 
ψ1( ( , ), , )H t u x t  по ∈x X  является достаточным 

условием для оптимальности экстремального 
управления u(t).

Пусть задача (P1) является выпуклой, т. е.

= +1 2( , , ) ( , ) ( , ),F x u t F x t F u t

= +( , , ) ( ) ( , ),f x u t A t x b u t
причем функция ∀ ∈1( , )F x t t T  выпукла по ∈ nx R . 
В этом случае функция

1 1( , , ) , ( ) ( , )H x t A t x F x tψ = ψ −
является вогнутой по ∈ nx R  ∀ψ ∈ ∈, .nR t T  Сле-
довательно, принцип максимума для выпуклой 
задачи есть достаточное условие оптимальности.

Рассмотрим далее задачу (P1) со следую-
щим условиями

= + < > +1 2( , , ) ( , ) ( , ), ( , ),F x u t F x t a u t x F u t

= +( , , ) ( , ) ( , ),f x u t A u t x b u t
где 1( , )F x t  выпукла по ∈ nx R . 

В этом случае функция Понтрягина 
ψ( , , , )H x u t  по-прежнему является вогнутой по  
∈ nx R  ∀ψ ∈ ∈ ∈, , .nR u U t T  Следовательно, в 

задаче (P1) любое сильно экстремальное управ-
ление является оптимальным.

Поставим задачу оптимального планирования 
со следующими переменными:

∈[0, ]t T  — время;
x(t) — собственные средства фирмы в мо-

мент времени t, которые могут быть использо-
ваны на инвестиции и потребление;

y(t) — привлеченные средства (например, 
кредит) в момент времени t;

∈1 (0, 1]r  — процентная ставка по инвестициям;
∈2 (0,1]r  — процентная ставка по привлече-

нию средств;
∈( ) [0, 1]v t  — доля собственных средств, иду-

щая на инвестиции в момент времени t;
∈( ) [0, 1]u t  — отношение привлеченных 

средств к собственным в момент t (объем при-
влеченных средств не превосходит собственные)

=
( )

( ) .
( )

y t
u t

x t

Тогда величину x(t) можно представить в сле-
дующем виде (кредит y(t) расходуется только на 
инвестиции после уплаты процентов):

= + τ τ τ +

 
+ τ τ − τ τ =  

 

= + τ τ τ + − τ τ τ

∫

∫ ∫

∫ ∫

1

0

1 2

0 0

1 1 2

0 0

( ) (0) ( ) ( )

( ) ( )

(0) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) .

t

t t

t t

x t x r x v d

r y d r y d

x r x v d r r x u d

Обозначим r = r1, c = 1 – r2, 0 < c < 1. Сле-
довательно, собственные средства фирмы мож-
но записать в виде

= + τ τ + τ τ∫
0

( ) (0) ( )[ ( ) ( )] .
t

x t x r x v cu d

В результате дифференцирования получаем 
фазовое уравнение 

= + ( )x r cu v x

с начальным условием x(0) = x0.
Сформируем целевой функционал, подле-

жащий максимизации:

Φ = − −∫ ∫
0 0

( , ) (1 ( )) ( ) ( ) ( ) .
T T

u v v t x t dt u t x t dt

По содержательному смыслу это разность 
между собственными средствами фирмы, на-
правленными на потребление, и привлеченными 
средствами за период [0, T].

Примем предположение об обесценивании 
со временем капитала фирмы. Пусть ρ > 0 — па-
раметр дисконтирования, причем ρ < r. Тогда с 
учетом фактора обесценивания средств, запла-
нированных на потребление, целевой функцио-
нал примет окончательный вид

−ρΦ = − −∫
0

( , ) (1 ( ) ( )) ( ) .
T

tu v e u t v t x t dt

В результате приходим к задаче оптимально-
го управления на максимум потребления

−ρΦ = − − →∫
0

( , ) (1 ) max,
T

tu v e u v xdt

     

(P2)

= + = 0( ) , (0) ,x r cu v x x x

∈ ∈( ) [0, 1], ( ) [0, 1],u t v t

> ρ > ∈ ρ < ∈0 0, 0, (0, 1], , (0, 1).x r r c

Введем множество допустимых управлений 

= ⋅ ∈ ∈ ∈{ ( ) ([0, ]) : ( ) [0, 1], [0, ]}.W w PC T w t t T
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Решение фазового уравнения, соответству-
ющего управлениям ⋅ ⋅( ), ( ),u v  представляется по 
формуле Коши

0

( ( ) ( ))

0( , , ) .

t

r cu v d

x t u v x e
τ + τ τ∫

=
Следовательно, все фазовые траектории 

положительны
> ∈( , , ) 0, [0, ].x t u v t T

Пусть X — множество фазовых траекторий в 
задаче (P2).

Процедура решения задачи. Проведем ана-
лиз задачи на основе принципа максимума. Со-
ставим функцию Понтрягина 

ψ = ψ + + − − =
= ψ + ψ +

( , , , ) ( ) (1 )

( , ) ( , )u v

H x u v r cu v x u v x

H x u H x v x
и сопряженное уравнение

ψ = ρψ − = −ψ + −ψ +ρψ − (1 ) (1 ) 1xH rc u r v

с условием ψ =( ) 0.T
Пусть ∈ ∈( ), ( ) , [0, ],u t v t W t T  x(t, u, v), 

ψ(t, u, v) — соответствующие решения фазово-
го и сопряженного уравнений. Экстремальные 
управления задачи относительно принципа мак-
симума имеют вид

∈
= ψ

[0,1]
( ) arg max ( ( , , ), ( , , )) ,u

w
u t H t u v x t u v w

   
(2)

∈
= ψ

[0,1]
( ) arg max ( ( , , ), ( , , )) .v

w
v t H t u v x t u v w

Конкретизируем понятие сильно экстремаль-
ных управлений применительно к задаче (P2).

Определение 2. Экстремальные управления  
∈( ), ( ), [0, ]u t v t t T  назовем сильно экстремаль-

ными, если

∈
= ψ

∀ ∈ ∈
[0,1]

( ) arg max ( ( , , ), ( )) ,

( ) , [0, ],

u
w

u t H t u v x t w

x t X t T

∈
= ψ

∀ ∈ ∈
[0,1]

( ) arg max ( ( , , ), ( )) ,

( ) , [0, ].

v
w

v t H t u v x t w

x t X t T

Таким образом, сильно экстремальное 
управление (u(t), v(t)) максимизирует функ-
цию H на соответствующей ему сопряженной 
траектории ψ(t, u, v) и множестве X фазовых 
траекторий.

На основании предыдущего имеет место 
следующее утверждение, применительно к 
рассматриваемой задаче: любое сильно экс-
тремальное управление является оптимальным в 
задаче (P2).

В нашем случае общие задачи на поиск экс-
тремальных управлений представляются в виде

ψ → ∈( , ) max, [0, 1],uH x w w

ψ → ∈( , ) max, [0, 1]vH x w w
и решаются аналитически. В частности, для экс-
тремальных управлений u(t) и v(t) согласно фор-
муле (2) получаем явное выражение

ψ − ≤
=  ψ − >

0, ( ( , , ) 1) ( , , ) 0
( ) ;

1, ( ( , , ) 1) ( , , ) 0

t u v rc x t u v
u t

t u v rc x t u v
     

(3)

ψ − ≤
=  ψ − >

0, ( ( , , ) 1) ( , , ) 0
( ) .

1, ( ( , , ) 1) ( , , ) 0

t u v r x t u v
v t

t u v r x t u v

Поскольку все фазовые траектории в задаче 
(P2) положительны, то экстремальные управле-
ния в силу формулы (3) представляются в виде

ψ − ≤
=  ψ − >

0, ( ( , , ) 1) ( ) 0
( ) ;

1, ( ( , , ) 1) ( ) 0

t u v rc x t
u t

t u v rc x t

ψ − ≤
=  ψ − >

0, ( ( , , ) 1) ( ) 0
( )

1, ( ( , , ) 1) ( ) 0

t u v r x t
v t

t u v r x t

для любой траектории ∈( ) .x t X
Это значит, что в данной задаче любое 

экстремальное управление является сильно 
экстремальным. Следовательно, в данном слу-
чае любое экстремальное управление является 
оптимальным (принцип максимума — достаточ-
ное условие оптимальности). Общие задачи на 
поиск экстремального управления конкретизи-
руются в виде

ψ − → ∈( 1) max, [0, 1],rc xw w

ψ − → ∈( 1) max, [0, 1].r xw w

Таким образом, максимизирующее управ-
ления в поставленной задаче можно записать по 
формуле

ψ − ≤
ψ =  ψ − >

*
0, ( 1) 0

( , ) ;
1, ( 1) 0

rc x
u x

rc x

ψ − ≤
ψ =  ψ − >

*
0, ( 1) 0

( , ) .
1, ( 1) 0

r x
v x

r x

С учетом условия x > 0 получаем максими-
зирующие управления, не зависящие от фазовой 
переменной

ψ − ≤
ψ =  ψ − >

*
0, 1 0

( ) ;
1, 1 0

rc
u

rc

ψ − ≤
ψ =  ψ − >

*
0, 1 0

( ) .
1, 1 0

r
v

r

Рассмотрим задачу Коши для сопряженного 
уравнения

ψ = ψ ρ− + + + − ψ =

* * * *( ( )) ( 1), ( ) 0r cu v u v T
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с управлениями

= ψ = ψ* * * *( ), ( ).u u v v

Пусть ψ ∈( ), [0, ]t t T  — решение этого уравне-
ния. Тогда управления ψ ψ ∈* *( ( )), ( ( )), [0, ]u t v t t T  
являются оптимальными в поставленной задаче.

Введем гладкие функции переключения, по 
которым будем отслеживать поведение управ-
лений

= ψ −1( ) ( ) 1,s t t rc  = ψ −2( ) ( ) 1.s t t r

Заметим, что при ∈(0, 1],r  ∈(0,1)c  возмож-
ны следующие ситуации:

– если ψ >( ) 0t , то ψ − < ψ −( ) 1 ( ) 1t rc t r  ⇔  
<1 2( ) ( )s t s t ;
– если ψ <( ) 0t , то ψ − > ψ −( ) 1 ( ) 1t rc t r  ⇔  
>1 2( ) ( )s t s t .
Начнем движение влево из терминальной 

точки T. Поскольку ψ(T) = 0, то s1(T) = s2(T) = –1. 
Это означает, что ψ =*( ( )) 0,u T  ψ =*( ( )) 0.v T

Следовательно, для ∈ − ε ε >( , ), 0t T T   имеем 
s1(t) < 0, s2(t) < 0. Отсюда вытекает, что =*( ) 0,u t  

=*( ) 0.v t
Подставляя в ψ-уравнение, получаем

ψ = ψρ− ψ = 1, ( ) 0.T

Решением этого уравнения является функция

( )ρ −ψ = − ∈ − ε
ρ

( )1
( ) 1 , ( , ].t Tt e t T T

Продифференцируем полученное решение

ρ − ρ −ψ = −ρ = − < ∈ − ε
ρ



( ) ( )1
( ) ( ) 0, ( , ].t T t Tt e e t T T

Отсюда следует, что функция ψ(t) моно-
тонно убывает на (T – ε, T]. Это означает, что 
ψ > ⇒ <1 2( ) 0 ( ) ( ),t s t s t  ∈ − ε( , ].t T T

Таким образом, при движении по t влево из T 
первой обратится в нуль функция s2(t).

Решим уравнение s2(t) = 0, т. е.

ρ −− − =
ρ

( )(1 ) 1 0.t Tr
e

В результате получена точка

ρ −  
θ = +

ρ1

ln 1

.
r

T

Убедимся в «правильности» найденной точ-
ки, поскольку

ρ
− ∈1 (0, 1).

r  
(исходное условие ρ < r),

то
 

ρ − <  
ln 1 0.

r
Следовательно, θ <1 .T  Отметим также, что 

ψ θ =1
1

( ) .
r

Рассмотрим особый случай: пусть θ ≤1 0. 
Это означает, что

ρ 
≤  

 ρ
1

ln 1T
r

−
 

(случай краткосрочного планирования), тогда 

< ∈ < ∈1 2( ) 0, [0, ], ( ) 0, (0, ].s t t T s t t T

Следовательно, оптимальное управление в 
таком случае имеет вид

= = ∈* *( ) 0, ( ) 0, [0, ].u t v t t T
Пусть θ >1 0.  Тогда справедливо θ <1 1( ) 0,s  
θ =2 1( ) 0.s  Предположим, что >2( ) 0,s t  ∈ θ − ε θ1 1( , ),t  

тогда = =* *( ) 0, ( ) 1,u t v t  ∈ θ − ε θ1 1( , ).t
Подставляя в ψ-уравнение, получаем

ψ = ψ ρ− ψ θ = 1
1

( ), ( ) .r
r

Решением этого уравнения является функция

−ρ θ −ψ = ∈ θ − ε θ1( )( )
1 1

1
( ) , ( , ).r tt e t

r
Заметим, что ψ = ψ ρ− < ( ) ( )( ) 0.t t r  Отсюда 

следует, что ψ > < θ1( ) 0, .t t
Проверим предположение > ∈ θ − ε θ2 1 1( ) 0, ( , ).s t t 

> ∈ θ − ε θ2 1 1( ) 0, ( , ).s t t
Согласно определению

−ρ θ −= ψ − = −1( )( )
2( ) ( ) 1 1.r ts t t r e

Исследуем ее поведение. Функция 
−ρ θ −= 1( )( )( ) r ts t e  монотонно убывает по ∈ θ1[0, ],t  

поскольку <( ) 0,s t  причем θ =1( ) 1.s  Следова-
тельно, s(t) > 1 для всех ∈ θ1[0, ).t  Отсюда выте-
кает, что s2(t) > 1, ∈ θ1[0, ).t

Поскольку ψ > ∈ θ − ε θ1 1( ) 0, [ , ],t t  то s1(t) < s2(t). 
Решение уравнения s1(t) = 0 найдем следующим 
образом:

−ρ − =( )( ) 1.r T tce
В результате получена точка

θ = θ +
−ρ2 1

ln
.

c

r
Очевидно, что θ < θ2 1.  Отметим, что < ∈ θ θ1 2 1( ) 0, ( , ).s t t 

< ∈ θ θ1 2 1( ) 0, ( , ).s t t
Выделим особый случай: пусть θ ≤2 0.  Сле-

довательно, 

θ ≤
−ρ1

ln
.

c

r
Тогда оптимальное управление имеет вид 

= ∈*( ) 0, [0, ],u t t T

∈ θ
=  ∈ θ

1*

1

1, [0, )
( ) .

0, [ , ]

t
v t

t T
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Пусть θ >2 0.  Отметим, что θ =1 2( ) 0,s  

ψ θ =2
1

( ) .
rc

Предположим, что >1( ) 0,s t  ∈ θ − ε θ2 2( , ),t  тогда 
= =* *( ) 1, ( ) 1,u t v t  ∈ θ − ε θ2 2( , ).t

Решаем ψ-уравнение

ψ = ψ ρ− + + ψ θ = 2
1

( ( 1)) 1, ( ) .r c
rc

и получаем функцию

θ − + −ρ  
ψ = − + + −ρ + −ρ 

2( )( ( 1) ) 1 1 1
( ) .

( 1) ( 1)
t r ct e

rc r c r c

Проверим предположение 

θ − + −ρ

θ − + −ρ

θ − + −ρ

= ψ − =

 
= − + − = + −ρ + −ρ 

 −ρ ρ−
= + = + −ρ + −ρ 

−ρ
= −

+ −ρ

2

2

2

1

( )( ( 1) )

( )( ( 1) )

( )( ( 1) )

( ) ( ) 1

1 1
( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1).
( 1)

t r c

t r c

t r c

s t cr t

rc rc
e

r c r c

r r
e

r c r c

r
e

r c

Так как r – ρ > 0 и r (c + 1) – ρ > 0, то получим 
−ρ

>
+ −ρ

0.
( 1)

r

r c

Функция θ − + −ρ2( )( ( 1) ),t r ce  ∈ θ2(0, ]t  в точке θ2 
равна единице и монотонно убывает, поскольку 
ее производная меньше нуля. Следовательно, 
θ − + −ρ >2( )( ( 1) ) 1.t r ce

Проверим знак функции ψ ∈ θ2( ), (0, ).t t :

θ − + −ρ ρ− ψ = <  


2( )( ( 1) )( ) 0,t r c r
t e

rc

ψ θ = >2
1

( ) 0.
rc

Следовательно, ψ > ∈ θ2( ) 0, (0, ),t t  тогда 
s2(t) > s1(t) > 0, ∈ θ2(0, ).t

Таким образом, знаки функций переключе-
ния s2(t), s1(t) на отрезке [0, T] изменяются сле-
дующим образом:

> ∈ θ
< ∈ θ

2
1

2

0, (0, )
( ) ;

0, ( , )

t
s t

t T

> ∈ θ
< ∈ θ

1
2

1

0, (0, )
( ) ,

0, ( , )

t
s t

t T

здесь
ρ −  

θ = +
ρ1

ln 1

;
r

T
    
θ = θ +

−ρ2 1
ln

.
c

r
Итоговое условие θ >2 0  приводит к неравен-

ству для конечного времени 

ρ −  
> +

ρ −ρ

ln 1
ln

.
cr

T
r

Это случай долгосрочного планирования.
В этом случае оптимальное управление вы-

ражается по формулам:

∈ θ
=  ∈ θ

2*

2

1, [0, )
( )

0, [ , ]

t
u t

t T
 

(рис., а);

∈ θ
=  ∈ θ

1*

1

1, [0, )
( )

0, [ , ]

t
v t

t T  
(рис., б).

Оптимальная фазовая траектория

+

θ + + −θ

θ + + θ −θ

 ∈ θ
= ∈ θ θ
 ∈ θ

2 2

2 1 2

( 1)
0 2

( 1) ( )*
0 2 1

( 1) ( )
0 1

, [0, )

( ) , [ , )

, [ , ]

tr c

r c t r

r c r

x e t

x t x e t

x e t T  

(рис., в).

u*(t)

T t

1

0 θ2
      

v*(t)

T t

1

0 θ1
      

x*(t)

t0 Tθ1θ2

x0

 а б в

Графическое изображение оптимального управления 
и соответствующей ему траектории
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Таким образом, содержательная интерпре-
тация оптимального управления имеет вид:

– первый период θ2[0, ) — вся прибыль идет 
на инвестиции, берется кредит в размере прибыли;

– второй период θ θ2 1[ , ) — вся прибыль идет 
на инвестиции, кредит обнуляется;

– третий период θ1[ , ]T  — вся прибыль идет 
на потребление, кредит равен нулю.
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